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TEOREMA TITIK TETAP PADA RUANG METRIK CONE 
 




Ruang metrik (X,d) merupakan suatu himpunan X yang dilengkapi dengan metrik d dan  memenuhi aksioma-
aksioma pada ruang metrik. Salah satu perluasan dari ruang metrik adalah ruang metrik cone. Ruang 
metrik cone (X,dp ) merupakan suatu himpunan X yang dilengkapi dengan metrik cone dp pada X. Dalam 
ruang metrik cone didefinisikan konsep titik tetap. Titik x disebut titik tetap pada pemetaan T jika diberikan 
suatu titik x anggota himpunan tak kosong sedemikian sehingga Tx= x. Jika diberikan (X,dp) suatu ruang 
metrik cone lengkap dengan suatu pemetaan kontraktif T, maka T memiliki titik tetap yang tunggal yaitu 
Tx*=  x* . Akibatnya, suatu himpunan B(x0,c) yaitu himpunan persekitaran dengan titik pusat x0 dan jari-jari 
c memiliki titik tetap tunggal. Selanjutnya, perluasan dari pemetaan kontraktif pada ruang metrik cone 
lengkap juga memiliki titik tetap tunggal. 
 
Kata kunci: Ruang metrik, ruang metrik cone, titik tetap, pemetaan kontraktif 
 
PENDAHULUAN 
Teori titik tetap telah banyak dikembangkan dalam analisis fungsional untuk mengetahui keberadaan 
dan ketunggalan dari titik tetap tersebut. Titik x  disebut titik tetap pada pemetaan T  jika diberikan 
suatu titik x X  dengan X  sebarang himpunan tak kosong sehingga T xx   [1]. Pemetaan T  
merupakan pemetaan dari ruang metrik  ,X d  ke dalam dirinya sendirinya [1]. Pemetaan :T X X  
dikatakan pemetaan kontraktif jika terdapat suatu konstanta k  dengan 0 1k   sedemkian sehingga 
untuk setiap ,x y X  berlaku    , ,d Tx Ty kd x y [2]. Teorema titik tetap menunjukkan bahwa titik 
tetap dari pemetaan pada ruang metrik itu ada dan tunggal.  
Konsep ruang metrik merupakan salah satu domain dari suatu pemetaan pada teorema titik tetap. 
Adapun perluasan dari ruang metrik adalah ruang metrik cone. Pada ruang metrik cone didefinisikan 
konsep kekonvergenan barisan dan teorema titik tetap seperti di ruang metrik.  
Oleh karena itu, penelitian ini bertujuan untuk mengkaji konsep pada ruang metrik cone dan 
menganalisis keberadaan dan ketunggalan titik tetap pada ruang metrik cone. Masalah yang akan 
dibahas pada penelitian ini dibatasi pada penggunaan konsep kekonvergenan barisan pada ruang metrik 
cone dan menganalisis beberapa teorema titik tetap pada ruang metrik cone. 
Diberikan  , pX d  ruang metrik cone lengkap dengan suatu pemetaan kontraktif :T X X . 
Dibentuk barisan  nx  yang didefinisikan dengan 1 0 ,
n
n nx Tx T x n   . Ditunjukkan bahwa 
barisan   nx  merupakan barisan Cauchy. Dengan menggunakan kelengkapan dari X , maka barisan 
 nx  konvergen. Misalkan  nx  konvergen ke *x . Ditunjukkan bahwa *x  merupakan titik tetap dari 
pemetaan T sedemikian sehingga * *Tx x . Selanjutnya, dengan menggunakan sifat ketaksamaan 
segitiga ditunjukkan bahwa titik tetap dari T tunggal yaitu * *x y .  
 
RUANG METIK CONE 
Sebelum membahas tentang ruang metrik cone, terlebih dahulu diberikan definisi mengenai cone dan 
contoh cone. 
Definisi 1 [3] Diberikan E  merupakan ruang Banach dan P E . P  disebut cone jika dan hanya 
jika memenuhi aksioma-aksioma berikut: 
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(a1). P  tertutup, P   ,  dan  0P  ;  
(a2). , , ,a b x y P ax by P     ; 
(a3). x P  dan 0x P x    . 
Contoh 2 [3] Diberikan 
2
E   dengan   , ; , 0P x y x y E   . Ditunjukkan bahwa P  
merupakan cone. Diketahui P    dan  0P  . Selanjutnya, ditunjukkan bahwa himpunan P  
tertutup. Karena cP  terbuka, maka himpunan P  tertutup. Untuk setiap ,a b   berlaku 
 1 1 2 2,ax by ax by P   . Jika diberikan  ,x y P  dan  ,x y P , berakibat  , 0x y  . 
Pada ruang Banach didefinisikan notasi urutan. Notasi tersebut diberikan pada definisi berikut ini. 
Definisi 3 [4] Misalkan E  ruang Banach, P E , dan P suatu cone. Untuk setiap ,x y E  
didefinisikan " "," ",  dan " "  sebagai berikut:  
(b1). x y y x P    ; 
(b2). x y y x P     tetapi x y ; 
(b3).  x y y x Int P   . 
Notasi " "," ",   dan " " merupakan notasi urutan pada E . 
Cone memiliki beberapa sifat. Berikut ini diberikan definisi mengenai cone normal dan contoh dari 
cone normal. 
Definisi 4 [3] Cone P  disebut normal jika terdapat 0K   sehingga untuk setiap ,x y E , 
0 x y   berakibat x K y . Konstanta K terkecil yang memenuhi ketaksamaan tersebut 
merupakan konstanta normal dari P . 
Contoh 5 [5] Diberikan 
2
E   dengan cone   , ; , 0P x y x y E   , maka cone P  disebut cone 
normal dengan konstanta normal 1K  . 
Selanjutnya, diberikan definisi mengenai ruang metrik cone dan contoh dari ruang metrik cone. 
Definisi 6 [3] Diberikan X suatu himpunan tak kosong. Misalkan pemetaan :pd X X E  , 
sehingga untuk setiap , ,x y z X  memenuhi: 
(c1).  , 0pd x y   dan  , 0pd x y   jika dan hanya jika x y ; 
(c2).    , ,p pd x y d y x ; 
(c3).      , , ,p p pd x y d x z d y z  .  
Pemetaan pd  disebut metrik cone pada X  dan  , pX d  disebut ruang metrik cone. 
Contoh 7 [5] Diberikan     2 2,  , | , 0 ,  E P x y E x y X      , dan dimisalkan suatu 
pemetaan 
2
:pd X X   sehingga    , ,pd x y x y x y   . Dengan konstanta 0  , maka 
 , pX d  merupakan ruang metrik cone.  
Berikut ini diberikan definisi barisan konvergen di dalam ruang metrik cone   , pX d .  
Definisi  8 [3] Diberikan  , pX d  ruang metrik cone,  barisan  nx X  dan x X . Barisan  nx  
konvergen ke x  jika untuk setiap c E  dengan 0 c ,  terdapat N  , sehingga untuk setiap  n N  
berlaku  ,p nd x x c .  













. Selanjutnya, ditunjukkan bahwa barisan  nx  konvergen ke 0 . Diambil sebarang 
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 konvergen ke 0 .  
Berikut ini diberikan definisi barisan Cauchy pada ruang metrik cone  , pX d  dan kelengkapan dari 
ruang metrik cone dan contoh barisan Cauchy. 
Definisi 10 [3] Diberikan  , pX d  ruang metrik cone, barisan  nx X . Barisan   nx  disebut 
barisan Cauchy jika untuk setiap c E  dengan 0 c , terdapat N  , sehingga untuk setiap 
,n m N  berlaku  ,p n md x x c . Untuk setiap barisan Cauchy yang konvergen di X maka ruang 
metrik cone dikatakan lengkap. 












menggunakan sifat ketaksamaan segitiga, diperoleh untuk setiap ,m n N  dengan ,m n  berakibat 
1 1 1 1
, ,0 ,0p p pd d d c
m n m n
 
     
     
     
. Jadi, barisan  nx  merupakan barisan Cauchy. 
Teorema berikut ini menunjukkan bahwa untuk setiap barisan yang konvergen di dalam ruang metrik 
cone  , pX d  merupakan barisan Cauchy, tetapi tidak berlaku untuk sebaliknya. 
Teorema 12 [3] Diberikan  , pX d  ruang metrik cone, barisan  nx X . Jika barisan  nx  
konvergen ke x , maka barisan  nx merupakan barisan Cauchy. 
Bukti. 
Diambil sebarang barisan  nx  yang konvergen. Sehingga untuk setiap c E  dengan 0 c , terdapat 
N   sehingga untuk setiap ,m n N  berakibat      , , ,p n m p n p md x x d x x d x x c  . Jadi,  
barisan  barisan  nx merupakan barisan Cauchy.  
Berikut ini diberikan definisi pemetaan kontraktif pada ruang metrik cone beserta contohnya.  
Definisi 13 [1] Misalkan  , pX d  merupakan ruang metrik cone. Pemetaan :T X X  dikatakan 
pemetaan kontraktif, jika terdapat konstanta k  dengan 0 1k   sehingga untuk setiap ,x y X  
berlaku    , ,p pd Tx Ty kd x y . 
Contoh 14 [4] Diberikan  , pX d  ruang metrik cone lengkap  dengan suatu metrik cone
   , ,pd x y x y x y    dan P  adalah cone normal dengan konstanta normal 1K  . Selanjutnya, 
ditunjukkan bahwa pemetaan :T   dengan 
3
4
Tx x  kontraktif pada  , pX d . Karena 
   , ,p pd Tx Ty kd x y , akibatnya     , ,p pkd x y d Tx Ty P   sehingga diperoleh
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k x y x y x y x y        dan 
3
4
k   . Jadi, 
3
4
Tx x  kontraktif pada  , pX d .  
 
TEOREMA TITIK TETAP DENGAN PEMETAAN KONTRAKTIF 
Teorema berikut ini menunjukkan bahwa pemetaan kontraktif di ruang metrik cone lengkap  
memiliki titik tetap tunggal di X . 
Teorema 15 [3] Diberikan  , pX d  ruang metrik cone lengkap, P  suatu cone normal dengan konstanta 
normal K . Misalkan pemetaan :T X X  merupakan pemetaan kontraktif, maka T  memiliki titik 
tetap tunggal di X . 
Bukti. 
Diambil titik 0x X  dan barisan  nx X  didefinisikan dengan 1 0 ,  .
n
n nx Tx T x n   Sehingga 
untuk n  diperoleh      1 1 1 0, , ,
n
p n n p n n pd x x d Tx Tx k d x x   . Untuk ,n m  dengan n m
diperoleh          1 1 2 1 1 0, , , ... , ,
1
m
p m n p m m p m m p n n p
k
d x x d x x d x x d x x d x x
k
       

 berakibat 
   1 0, ,
1
m
p m n p
k




. Karenanya  , 0p m nd x x  , untuk ,n m . Jadi, barisan  nx  
merupakan barisan Cauchy. Karena X  lengkap, maka terdapat 
*
x X  sehingga *
nx x , untuk 
n  . Dengan menggunakan sifat ketaksamaan segitiga diperoleh 
         * * * * * *1, , , , ,p p n p n p n p nd Tx x d Tx Tx d Tx x kd x x d x x    . 
Sehingga       * * * *1, , , 0p p n p nd Tx x K k d x x d x x   . Karenyanya  * *, 0pd Tx x  . 
Akibatnya 
* *
Tx x . Jadi 
*
x  merupakan titik tetap dari T . Ditunjukkan bahwa titik tetap dari T  
tunggal. Misalkan 
*
y  merupakan titik tetap yang lain dari T dan 
* *
Ty y . Sehingga diperoleh 
     * * * * * *, , ,p p pd x y d Tx Ty kd x y  . Jadi, titik tetap dari T  tunggal.  
Berikut ini akibat dari Teorema 15 yang menunjukkan bahwa himpunan  0 ,B x c  yaitu himpunan 
persekitaran di titik 
0x  dan jari-jari c  dengan suatu pemetaan kontraktif memiliki titik tetap tunggal. 
Akibat 16 [3] Diberikan  , pX d  ruang metrik cone lengkap, P  suatu cone normal dan konstanta 
normal K . Untuk sebarang c E  dengan 0 c  dan 0x X , diberikan suatu himpunan 
    0 0, | ,pB x c x X d x x c   . Misalkan  pemetaan :T X X  merupakan pemetaan kontraktif, 
sehingga untuk setiap  0, ,x y B x c  dan    0 0, 1pd Tx x k c   , maka T memiliki titik tetap tunggal 
di  0 ,B x c . 
Bukti. 
Ditunjukkan bahwa himpunan  0 ,B x c  lengkap dan  0 ,Tx B x c , untuk setiap  0 ,x B x c . 
Misalkan barisan  nx  merupakan barisan Cauchy di  0 ,B x c . Sehingga barisan   nx X  juga 
merupakan barisan Cauchy. Dengan kelengkapan dari X , terdapat x X  sehingga nx x , untuk 
n  . Dengan menggunakan sifat ketaksamaan segitiga diperoleh    0 , ,p p nd x x d x x c  . Karena  
nx x  dan  , 0p nd x x   maka  0 ,pd x x c  dan  0 ,x B x c . Jadi, himpunan  0 ,B x c  lengkap.
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Untuk setiap  0 ,x B x c  berlaku      0 0 0 0, , ,p pd x Tx d Tx x d Tx Tx cp   . Akibatnya, titik tetap 
dari T  tunggal di  0 ,B x c .  
Berikut ini diberikan beberapa teorema titik tetap dengan suatu perluasan pemetaan kontraktif di 
dalam ruang metrik cone lengkap memiliki titik tetap tunggal di X . 
Teorema 17 [3] Diberikan  , pX d  ruang metrik cone lengkap, P  suatu cone normal dengan konstanta 
normal K . Misalkan pemetaan :T X X  sedemikian sehingga untuk setiap ,x y X  memenuhi 








,  maka  T  memiliki titik tetap 
tunggal di X .  
Bukti. 
Diambil titik 0x X  dan barisan  nx X  didefinisikan dengan 1 0 ,  
n
n nx Tx T x n   .  Sehingga 
untuk n  diperoleh      1 1 1 0, , ,
n







. Untuk n m  
diperoleh          1 1 2 1 1 0, , , ... , ,
1
m
p m n p m m p m m p n n p
h
d x x d x x d x x d x x d x x
h
       

 akibatnya
   1 0, ,
1
m
p m n p
h




. Karenanya  , 0p m nd x x  , untuk , .n m  Jadi,  barisan  nx  
merupakan barisan Cauchy. Karena X  lengkap, terdapat 
*
x X  sehingga 
*
nx x , untuk n  . 
Dengan menggunakan sifat ketaksamaan segitiga diperoleh  
          * * * * *1
1
, , , , ,
1
p p n p n p n n p nd Tx x d Tx Tx d Tx x kd Tx x d x x
k
   

. 
Sehingga       * * *1 1, , , 0p p n n p nd Tx x K k d x x d x x    . Karenanya  * *, 0pd Tx x  . Hal 
ini berakibat 
* *
Tx x . Jadi, 
*
x  merupakan titik tetap dari T . Ditunjukkan bahwa titik tetap dari T
tunggal. Misalkan 
*
y  merupakan titik tetap yang lain dari T dan 
* *
Ty y . Dengan menggunakan sifat 
ketaksamaan segitiga diperoleh          * * * * * * * *, , , ,p p p pd x y d Tx Ty k d Tx x d Ty y   . Jadi, titik 
tetap  dari T tunggal.   
Teorema 18 [3] Diberikan  , pX d  ruang metrik cone lengkap, P  suatu cone normal dengan konstanta 
normal K . Misalkan suatu pemetaan :T X X  sehingga untuk setiap ,x y X  memenuhi 








, T  memiliki titik tetap di .X
Bukti. 
Diambil titik 0x X  dan barisan  nx X  didefinisikan dengan 1 0 ,  
n
n nx Tx T x n   . Sehingga 
untuk n  diperoleh      1 1 1 0, , ,
n







. Untuk n m  
diperoleh 
         1 1 2 1 1 0, , , ... , ,
1
m
p m n p m m p m m p n n p
h
d x x d x x d x x d x x d x x
h
       

.
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Karenanya    1 0, ,
1
m
p m n p
h




. Hal ini berakibat  , 0p m nd x x  , untuk , .n m
Sehingga barisan  nx  merupakan barisan Cauchy. Karena X  lengkap, terdapat *x X  sehingga 
*
nx x , untuk n  . Dengan menggunakan sifat ketaksamaan segitiga diperoleh  
             * * * * * * * *1 11, , , , , ,
1
p p n p n p n p p nd Tx x d Tx Tx d Tx x k d x x d Tx x d x x
k
     

. 
Sedemikian sehingga          * * * * *1 11, , , , 0
1
p p n p n p nd Tx x K k d x x d x x d x x
k
    

. 
Karenanya  * *, 0pd Tx x  . Akibatnya  * *Tx x . Jadi, *x  merupakan titik tetap dari T . Selanjutnya, 
ditunjukkan bahwa titik tetap dari T  tunggal. Misalkan 
*
y  merupakan titik tetap yang lain dari T  
sehingga 
* *.Ty y  Dengan mengunakan sfiat ketaksamaan segitiga diperoleh  
          * * * * * * * * * *, , , , 2 ,p p p p pd x y d Tx Ty k d Tx y d Ty x kd x y    . 
 Jadi, titik tetap dari T  tunggal.   
 
PENUTUP 
Diberikan  , pX d  ruang metrik cone lengkap dengan suatu pemetaan kontraktif T , maka T  
memiliki titik tetap tunggal. Akibatnya, suatu himpunan     0 0, | ,pB x c x X d x x c    yaitu 
himpunan persekitaran di titik 0x  dan jari-jari c  juga memiliki titik tetap tunggal. Selanjutnya, 








 . Pemetaan T  didefinisikan sebagai perluasan dari pemetaan kontraktif di  ruang metrik cone 
lengkap, maka  T  memiliki titik tetap tunggal. 
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